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030 – Mathématiques

Externe

Le candidat devra compléter l’intérieur du volet rabattable des informations demandées
et se conformer aux instructions données

EN AUCUN CAS, LE CANDIDAT NE FERMERA LE VOLET RABATTABLE 
AVANT D’Y AVOIR ÉTÉ AUTORISÉ PAR LA COMMISSION DE SURVEILLANCE
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Nom de naissance

Prénom usuel

Jour, mois et
année

Signature

obligatoireNuméro de
candidature

Suivre les instructions données
pour les étiquettes

d'identification

Préciser éventuellement le nombre
d'intercalaires supplémentaires 
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Le candidat devra compléter l’intérieur du volet rabattable des informations demandées
et se conformer aux instructions données
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SUJET

MATHÉMATIQUES

Code matière : 030

Les candidats sont autorisés à utiliser les matériels suivants :

- les calculatrices non programmables sans mémoire alphanumérique ;

- les calculatrices avec mémoire alphanumérique et/ou avec écran graphique qui disposent d'une

fonctionnalité « mode examen » ;

- les règles graduées et les équerres.

Sont interdits :

- les téléphones portables ainsi que les montres et/ou tout autres objets et accessoires connectés ; 

- l’utilisation de tout autre document ou matériel autre que le matériel nécessaire pour composer.

Le candidat traitera obligatoirement les cinq exercices suivants.

EXERCICE N° 1

Autour de la suite de Fibonacci :

On considère la suite (Un)n≥0 définie par : U
0
=0 ,U

1
=1 et pour tout n∈ℕ , Un+2=Un+1+Un

I) 1) Montrer que la suite (Un)n≥0  diverge vers + ∞

2) Montrer que pour tout n∈ℕ Un+1
2 −UnU n+2=(−1)n

3) En déduire que pour tout entier n>0  :  
(−1)n

U nUn+1

=
Un+1

Un

−
Un+2

Un+1

4) a) Exprimer Un  en fonction de n

 b) En déduire que la série de terme général 
(−1)n

U nUn+1

, n>0 , converge puis calculer 

∑
n=1

+∞ (−1)n

UnU n+1

           

II) 1) Montrer que pour tout entier n>0  , Un et Un+1 sont premiers entre eux.

Rappelons que pour tous entiers a > b, strictement positifs : pgcd (a,b) = pgcd (b;a-b).
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‒ 4 ‒

2) a) Soit p un entier strictement positif, montrer que pour tout entier n>0  on a :

Un+ p=UpUn+1+Up−1Un

b) En déduire que : pgcd ( Un , Up ) = pgcd ( Un+ p , Up ).

EXERCICE N° 2

On considère la fonction f  définie sur l’intervalle ]-1,1[ par f (x)=
arcsin (x)

√1−x ²
1) Montrer que f est développable en série entière sur l’intervalle ]-1,1[

2) Démontrer que f est solution de l’équation différentielle (1−x ²) y ' −xy=1

3) En déduire le développement en série entière de f sur l’intervalle ]-1,1[

EXERCICE N° 3

On considère l’ensemble suivant noté ℤ[√2]  :

ℤ[√2] ={ a+b √2 , a ,b∈ℤ }

1) Montrer que ( ℤ[√2] ,+,×) est un sous anneau de ℝ

2) On considère f  l’application de ℤ[√2]  dans ℤ[√2]  définie par :

f (a+b√2)  = a−b√2

Montrer que f  est un morphisme bijectif de l’anneau ℤ[√2]

3) On définit l’application g  pour tout x∈ℤ[√2] , par g(x)  = xf (x)

a) Montrer que g est à valeur dans ℤ

b) Montrer que g est un morphisme pour la loi ×

4) Soit x  un élément de ℤ[√2] .

     Montrer que x  est inversible dans ℤ[√2]  si et seulement si g(x)=±1

5) Donner un exemple d’élément inversible de ℤ[√2]
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EXERCICE N° 4

I)  1) Calculer (√6+√2)²  puis (√6−√2) ²

2) On considère Z= √3+i
2

, déterminer sous forme algébrique les racines carrées de Z, en 

simplifiant les expressions obtenues à l’aide de 1)

3) En déduire la valeur exacte de tan ( π
12

)

II) Soit f  l’application du plan qui à tout point M d’affixe z associe le point M' d’affixe z'= e
iπ
6
. z̄

1) Exprimer les coordonnées (x',y') de M' en fonction des coordonnées (x,y) de M

2) Montrer que l’ensemble des points M du plan tels que  f (M)=M est une droite (D)  
passant  par l’origine  du  plan dont  on donnera  une  équation cartésienne et  dont  on  
déterminera l’angle avec la demi-droite [Ox)

3) Justifier que pour tout point M du plan et M' son image par f , le milieu H de [MM'] 
appartient à (D)

4) Soit M un point du plan n’appartenant pas à (D) et M' son image par f

a) Déterminer la pente de la droite (D') passant par M et M'

b) Montrer que cette pente ne dépend pas de M et M'

c) Démontrer que (D) et (D') sont perpendiculaires

5) En déduire la nature de l’application f

EXERCICE N° 5

En détaillant les étapes de votre raisonnement, calculer I=∫
0

π (sin ²(x )−1)sin(x )
(cos(x)−2)(cos (x)−3) ²

dx

- 5 -
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