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Externe

Le candidat devra compléter l’intérieur du volet rabattable des informations demandées
et se conformer aux instructions données

EN AUCUN CAS, LE CANDIDAT NE FERMERA LE VOLET RABATTABLE 
AVANT D’Y AVOIR ÉTÉ AUTORISÉ PAR LA COMMISSION DE SURVEILLANCE
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Le candidat devra compléter l’intérieur du volet rabattable des informations demandées
et se conformer aux instructions données

SUJET

ÉCONOMÉTRIE ET STATISTIQUE

Code matière : 027

Les candidats sont autorisés à utiliser les matériels suivants :

- les calculatrices non programmables sans mémoire alphanumérique ;

- les calculatrices avec mémoire alphanumérique et/ou avec écran graphique qui disposent d'une

fonctionnalité « mode examen ».

- les règles graduées. 

Sont interdits :

- les téléphones portables ainsi que les montres et/ou tout autres objets et accessoires connectés ;

- les règles de calcul, compas, équerres, rapporteurs et tables de logarithmes ;

- l’utilisation de tout autre document ou matériel autre que le matériel nécessaire pour composer. 

Le candidat traitera obligatoirement les six exercices suivants.

EXERCICE N° 1

La densité d’une variable aléatoire X est définie par :

{f ( x)=kx si x∈ [0 ;36 ]
f ( x)=0 sinon

1. Citer les propriétés que doit respecter une fonction de densité de probabilité.
2. Calculer k pour que la fonction f soit une densité de probabilité.
3. Déterminer la fonction de répartition de X.
4. Calculer E(X) et σ(X).
5. Calculer P[(12<X<23) / X>12].

EXERCICE N° 2

L’évolution de la population d’une région entre 1970 et 2010 donne les résultats suivants :

Année Xi 1970 1980 1990 2000 2010
Population
yi en

millions
2.5 3 3.6 4.4 5.2

Lorsque Xi désigne le numéro de l’année, on pose xi=
Xi−1900

10
. Une décennie correspond alors

à une unité.
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1. Représenter le nuage de points de coordonnées (xi, yi) , ainsi que le point moyen.
Les unités graphiques seront de 2 cm pour une unité sur l’axe des abscisses, et de 2 cm pour 1
million sur l’axe des ordonnées.

2. En première approximation, il est possible d’envisager de représenter la population y comme
une fonction affine de l’année x.

a. Déterminer  l’équation  de  la  droite  d’ajustement  de  y  en  x,  sous  la  forme
y = ax+b, obtenue par la méthode des moindres carrés.

b. Quelle prévision ferait-on avec cette approximation pour la population de la
région en 2030 ?

c. En quelle année la population de cette région dépassera-t-elle les 10 millions
d’habitants ?

3. En  deuxième  approximation,  puisque  l’allure  du  nuage  est  plutôt  exponentielle,  on  pose
zi=ln yi

a. Calculer zi à 10
−3 près, pour i allant de 1 à 5.

b. Sans détailler les calculs, donner la droite d’ajustement de z en x par la méthode
des moindres carrés.

c. En déduire A et B tels que y=AeBx

d. Quelle population prévoir avec ce modèle en 2030 ?
e. En quelle année la population dépassera-t-elle 10 millions d’habitants ?

EXERCICE N° 3

La Direction d’une grande entreprise souhaite comparer la rémunération moyenne de leurs antennes
implantées  en  milieu  urbain  d’une  part,  et  d’autre  part,  en  milieu  rural.  Les  rémunérations
moyennes µ ainsi que les variances σ ² des quatre antennes sont inconnues. On teste l’hypothèse
H
0
:µ

1
=µ

2 contre l’hypothèse H
1
:µ

1
≠ µ

2  pour le milieu urbain et l’hypothèse H
0
:µ

3
=µ

4

contre l’hypothèse H
1
:µ

3
≠ µ

4 pour le milieu rural.

Pour chacun des milieux (milieu urbain / milieu rural), on prélève deux échantillons aléatoires dont
les  caractéristiques  sont  contenues  dans  les  tableaux  ci-dessous.  Qu’en  déduisez-vous ?  Pour
effectuer les tests, vous fixerez le risque d’erreur à 5 %. 

Milieu urbain
Taille de

l’échantillon
Rémunération
moyenne en €

Écarts-types en €

Lille n
1
=80 m

1
=2430 s

1
=280

Lyon n
2
=100 m

2
=2520 s

2
=400

Milieu rural
Taille de

l’échantillon
Rémunération
moyenne en €

Écarts-types en €

Seignosse n
3
=25 m

3
=2250 s

3
=220

Carcans n
4
=11 m

4
=1900 s

4
=390

Aides à l’exercice : 

La rémunération est une variable aléatoire normale.

Lorsque les échantillons sont inférieurs à 30, il faut d’abord tester l’égalité des variances.
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Lorsque les variances sont inégales et que la comparaison des moyennes mA et mB utilise une
statistique de test qui suit une loi de Student, le nombre de degrés de liberté est donné par la formule

γ=
( sA ²

nA−1
+
sB ²

nB−1)²
nA
2

(nA−1) ²

sA
4

nA ²(nA−1)
+

nB
2

(nB−1) ²

sB
4

nB ² (nB−1)

Lorsque les variances sont égales et que la comparaison des moyennes  mA et mB utilise une
statistique de test qui suit une loi de Student, le nombre de degrés de liberté est nA+nB−2 .

EXERCICE N° 4

1. On étudie une maladie dans un groupe de sportifs souffrant de l’épaule. On a constaté que le taux,
en nanogrammes par millilitre (ng/mL), d’une substance présente dans le sang est plus élevé chez
les personnes ayant été opérées de l’épaule que chez les personnes qui n’ont pas subi d’opération.

a.  Le taux de cette substance Gamma dans la population des personnes qui n’ont pas été
opérées  de  l’épaule  est  modélisé  par  une  variable  aléatoire T qui  suit  une  loi  normale
d’espérance µ=50 et d’écart-type σ=11 .

On choisit au hasard une personne parmi celles qui n’ont pas été opérées de l’épaule mais qui
sont atteintes de cette maladie.

Calculer la probabilité que le taux dans le sang de la substance Gamma soit supérieur à
80 ng/mL.

b.  Des  études  ont  mis  en évidence que le  taux moyen de  la  substance  Gamma chez  les
personnes atteintes de la maladie étudiée et ayant été opérées, est de 60 ng/mL et que 10 %
d’entre elles ont un taux de substance Gamma inférieur à 48 ng/mL.

On appelle T ' la variable aléatoire qui modélise le taux de la substance Gamma en ng/mL
chez une personne atteinte de cette maladie et ayant subi l’opération de l’épaule. 

On admet que T ' suit la loi normale d’espérance µ'  et d’écart-type σ ' .

Préciser la valeur de µ' et déterminer la valeur de σ ' .

2. On cherche à dépister la maladie étudiée, chez les sportifs, après une intervention chirurgicale.
On effectue une prise de sang. On considère que le dépistage est positif si le taux de la substance
Gamma est supérieur ou égal à 55 ng/mL.

Une personne étant choisie au hasard dans le groupe de sportifs souffrant de l’épaule, on appelle :

 M l’événement « le sportif est atteint de la maladie étudiée »

 D l’événement « le patient a un dépistage positif »

On admet que :
 75 % des personnes atteintes de la maladie ont un dépistage positif ;
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 68 % des personnes non atteintes de cette maladie ont un dépistage négatif.

On sait, de plus, que 10 % du groupe de sportifs étudié est atteint par cette maladie.

a. Calculer la probabilité qu’un sportif blessé ait un dépistage positif.

b. Calculer pD̄ (M ) et interpréter ce résultat.

c.  Un sportif  a un dépistage positif.  Le médecin le rassure en lui disant qu’il  n’a qu’une
chance sur 4 d’avoir contracté la maladie. Qu’en pensez-vous ?

3. Lors du dépistage précédent, la prise de sang est effectuée 24 h après l’opération. Les données
montrent alors que 75 % des patients malades ont un dépistage positif.
Lors  d’une  seconde  prise  de  sang,  un  an  après  l’intervention  chirurgicale  sur  un  groupe  de
180 sportifs malades opérés, on constate que le taux de substance Gamma diminue dans certains cas
et devient inférieur à 55 ng/mL. 
Pour ces 180 personnes, le dépistage se révèle maintenant positif pour 69 % d’entre elles. 
L’équipe médicale s’interroge sur la fiabilité du résultat à 24 h post-opératoire. 
Peut-on considérer que le pourcentage des patients ayant un dépistage positif a évolué en un
an ? 

EXERCICE N ° 5 

Soient  T1 et T2 deux  estimateurs  sans  biais,  indépendants,  d’un  paramètre  θ,  de  variances
respectives σ

1
² et σ2 ² .

1. Montrer que  T=α T
1
+(1−α )T

2 est aussi un estimateur sans biais de θ pour tout α

réel quelconque.

2. Pour quelle valeur de α , la variance de T est-elle minimale ?

EXERCICE N° 6

Dans une urne,  il  y  a  deux boules  blanches  et  huit  boules  noires.  On effectue  successivement
20 tirages d’une boule avec remise.

Quel est le pourcentage minimum de chances d’obtenir entre 1 et 7 boules blanches ?

On utilisera l’inégalité de Bienaymé Tchebychev pour minorer la probabilité d’obtenir entre 1 et 7
boules blanches.

Liste des annexes :

– Annexe 1 : Table de la loi normale centrée réduite (1 page)

– Annexe 2 : Table de Fisher (1 page)

– Annexe 3 : Table de Student (1 page)
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Annexe 1 : Table de la loi normale centrée réduite

- 7 - Tournez la page S.V.P.‒ 7 ‒ Tournez la page S.V.P.



Annexe 2 : Table de Fisher
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Annexe 3 : Table de Student
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