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Recommandations importantes

Le candidat trouvera au verso la maniere de servir la copie dédiée.

Sous peine d’annulation, en dehors du volet rabattable d’en-téte, les copies doivent étre
totalement anonymes et ne comporter aucun éléement d’identification tels que nom, prénom,
signature, paraphe, localisation, initiale, numéro ou toute autre indication, méme fictive,
étrangere au traitement du sujet.

Sur les copies, les candidats devront écrire et souligner si nécessaire au stylo bille, plume ou
feutre de couleur noire ou bleue uniquement. De méme, ['utilisation de crayon surligneur est
interdite.

1l devra obligatoirement se conformer aux directives données.
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SUJET
MATHEMATIQUES
Code matiére : 030

Les candidates et les candidats peuvent avoir a leur disposition sur la table de concours le matériel
d’écriture, une regle, un correcteur, des surligneurs et le matériel spécifique cité ci-apres.
Les matériels autorisés sont les suivants :

* les calculatrices non programmables sans mémoire alphanumérique ;

* les calculatrices avec mémoire alphanumérique et/ou avec écran graphique qui disposent
d’une fonctionnalité « mode examen ».

* les regles graduées, les équerres et les compas.

Le candidat traitera obligatoirement les cinq exercices suivants.

EXERCICE N° 1

Cet exercice se propose de calculer f e "dt (Intégrale de Gauss) de deux méthodes différentes.
0

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes :

Partie I : Premiére méthode

1) Montrer que ’intégrale de la fonction f: t>e™*" est convergente sur [0, +o].

2) On considere les fonctions F et G définies sur [0, +oo[ par :

X , X . X , L —x2(1+¢2)
VxeR' , F(x)=(J e dt)=([e "dt)x([ e dt) , G(X):J'etz.}.]_ dt
0 0 0 0

Montrer que F et G sont C'sur [0, +oo[ et calculer les dérivées de F et G.

3) Montrer que ¥V x€R" ,F'(x)+ G ' (x)=0, et en déduire la valeur de F (x) + G (x).

—x2(1+t2)

4) a) Montrer que lim G(x)=0 (on pourra encadrer utilement 2t pour tout

X=>+00 ]-
t€[0,1] ).

+00

b) En déduire lim F(x) , ainsi que la valeur de f e dt .

X+ 0
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Partie II : Deuxiéme méthode

1) Soit LER™ .OndéfinitD(L)={ (x,y)ER"XR",x2+y2<L2? },

On considére I(L) = U e ) dxdy
D(L)
En utilisant un changement de variables en coordonnées polaires, démontrer que :

IL)= &(1-e™)

T
4

2) Soit LE€R™ . On définit le carré G(L) = [0,L]x[0, L]

On pose K(L) = H e " dxdy .Exprimer K(L) en fonction de F(L).

G(L)
Rappel : F(x)=([e*di)=([ e dt)x([ e dr)
0 0 0

3)Montrer que: YV LeR",I(L)<K(L)<I(V2L)

4) En déduire que K(L) admet une limite lorsque L tend vers + et calculer cette limite.

5) En déduire la valeur de f e dt .
0

EXERCICE N° 2

Onnote M,(R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 dans IR
Soit M une matrice de M, (R)

Une matrice R€M,(IR) est une racine carrée de M si et seulementsi: R°=M

11 -5 5
1) Soit C une matrice de M,(R) telleque: C=|-5 3 -3
5 -3 3

a) Déterminer le polynéme caractéristique de C.

b) Justifier I’existence d’une matrice P de M,(R) telle que: C=PDP™' , avec D une
matrice diagonale de M,(R) , et déterminer les coefficients de D.

(On pourra notamment écrire D en ordonnant ses coefficients diagonaux du plus petit au plus
grand).

. y . . . -1
2) Montrer que R est une racine carrée de C, si et seulement si la matrice S=P RP estune
racine carrée de D.



EXERCICE N° 3

On considére la fonction f: IR=2R , 2mx—périodique , paire, telle que :

T
< A
1 si 0_t<2
t)=l 0 si t=%L
flo=] 0 si =2
-1 si T<i<n
2

On rappelle que, pour une fonction [ T — périodique a valeurs réelles continue par morceaux, la

série
ao( £+ 3| a,(f)cos (B¢ ) b, ( f)sin( 20T
2 T2 2N 2 5 . /2N
=< d, b(f)l==
wee a,(f)=7 | floeos(3FTe)de, b(f)=F [ f(e)sin

t)dt et

a, f)Z% _[ f (t)dt s’appelle la série de Fourier de la fonction f en ¢

—T/2

1) Aprées avoir vérifié que f est continue par morceaux sur R , calculer les coefficients de

Fourier trigonométriques de f.

2) Etudier la convergence de la série de Fourier de f et calculer la somme de la série de

Fourier de f.

3) En déduire les sommes des séries suivantes :

a) Slzf (_1>p

p=0 2p+1

+00 1
b) S, = —_
) 8= 2 ()

EXERCICE N° 4
On considére dans IR’ les deux droites (D) et (D,) suivantes :

x+2y+z—2p=0

D x—z—a=0 D
®) ©2) 3x+3y+2z—-7=0

J+32+1=0 avec (a,p)ER’

1) a) Les droites (D) et (D;) sont-elles paralléles ?

b) Déterminer une condition sur (c,f) pour que (D) et (D.) soient concourantes.

¢) On suppose que (D) et (D;) sont concourantes.

Déterminer en fonction de o I’équation du plan (P) formé par (D) et (D>).
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2) On pose o=p=2

En trouvant pour chacune des droites (D;) et (D;) un vecteur directeur et un point de la droite,
déterminer les représentations paramétriques de (D) et (D>).

EXERCICE N° 5

Cinq garcons et trois filles s’assoient sur un banc.

1) Quel est le nombre de dispositions possibles ?

2) Méme question si les garcons sont d’un coté et les filles de I’autre.

3) Méme question si chaque fille est assise entre deux garcons.
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