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Code matiere : 027

Les candidats sont autorisés a utiliser les matériels suivants :
- les calculatrices non programmables sans mémoire alphanumérique ;

- les calculatrices avec mémoire alphanumérique et/ou avec écran graphique qui disposent d'une
fonctionnalité « mode examen » ;

- les regles graduées.

Sont interdits :

- les téléphones portables ainsi que les montres et/ou tout autres objets et accessoires connectés ;
- les regles de calcul, compas, équerres, rapporteurs et tables de logarithmes ;

- l'utilisation de tout autre document ou matériel autre que le matériel nécessaire pour composer.

Le candidat traitera obligatoirement les six exercices suivants.

EXERCICE N° 1

Soient X et Y deux variables glleatmres indépendantes ou X suitune loidu X a V; degrés de
liberté¢ et Y suitune loidu X a Vv, degrés de liberté.
v, X

Quelle estlaloide Z=
v,Y

?

EXERCICE N° 2

Un plateau d'assistance téléphonique cherche a étudier la durée, notée D, qui s'écoule entre deux
appels d'une catégorie de clients. On suppose que D suit une loi exponentielle de parametre 0
admettant pour fonction de densité :

_1
0

Le plateau dispose d'un n-échantillon aléatoire [D,,...,D,| indépendant et identiquement
distribu¢ de méme loi que D. Il est admis que E[D]=6 etque V(D)=6

_d
fo(d,0)==e °,¥d=>0

0 est inconnu et nous cherchons a 'estimer par la méthode du maximum de vraisemblance.

1. En partant de la définition de la durée D, quelle contrainte doit vérifier le paramétre 6 ?
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Justifiez.

2. Montrez que la log-vraisemblance associée au n-échantillon [D,,...,D,} s'écrit:

n

InL(D,,...,D ,9)=—nln(6)—%ZDi
i=1

D>

3. Montrez que l'estimateur du maximum de vraisemblance de 0 , qu'on notera
correspond a la moyenne empirique de I'échantillon.

4. Quel est son biais ? Est-il convergent ? Justifiez.

EXERCICE N° 3

Une urne contient des boules blanches, noires et rouges. On tire une boule de I'urne.
On note :

A : « Tirer une boule blanche ».

B : « Tirer une boule ni blanche ni rouge ».

C : « Tirer une boule noire ou une boule rouge ».

1. A et B sont-ils incompatibles ? Justifiez.

2. B et C sont-ils incompatibles ? Justifiez.

EXERCICE N° 4

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes dont la distribution de probabilité conjointe
est donnée par le tableau suivant :

Y\X -1 0
0 a 2a
1 3a/2 3a

1. Déterminez a et b tels que la loi de (X,Y) suive une loi conjointe.
2.0n pose Z=X+2Y et T = max(X,Y).

Déterminez en fonction de a seulement, les lois de X, Z et T.

3. Calculez les espérances de X, Z et T.

4. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ? Justifiez.



EXERCICE N° 5

On a mesur¢ la taille d'un groupe d'éléves en arrondissant les résultats a 5 cm :

Taille arrondie [cm] 155 160 165 170 175

Nombre d’éleves 6 9 5 3 1

Les résultats pourront étre arrondis avec 2 décimales.

1. Quelles sont les : classes, fréquences, histogramme des fréquences, fréquences cumulées,
courbe des fréquences cumulées, classe modale, moyenne arithmétique, médiane, étendue,
variance, écart-type, premier quartile, troisi¢eme quartile, écart interquartile ?

2. Avec I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, déterminez l'intervalle qui contient plus de 80 %
de I'effectif.

3. En comparant la moyenne et la médiane, que pouvez-vous dire de cette distribution ?

4. On compare la distribution précédente avec celle d'un autre groupe dont la moyenne et
I'écart-type sont respectivement m = 165, s2 = 5.6. Lequel est le plus homogéne ?

EXERCICE N° 6

La notice technique d’une tablette informatique présente une autonomie de 4H30. Aprés demande
d’informations, il s’avére que 1’autonomie en minutes X est distribuée suivant une loi normale
N (270,30).

1. Donnez ’espérance et la variance de X.

2. Quelle est la probabilité que le téléphone fonctionne moins de 4 heures ?

3. Quelle est 1a probabilité qu’il fonctionne plus de SH30 ?

4. Aprés 1 an d’utilisation, on observe que, 1 fois sur 3, I’autonomie est inférieure a 4 heures.

Si on suppose I’écart type inchangé (égal a 30 minutes), quelle est la nouvelle autonomie
moyenne de fonctionnement ?

Ce sujet comporte une annexe d'une page.
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Annexe — Table de la loi normale centrée réduite

Probabilité de trouver une valeur inférieure 3 x.

h:

% X —_—
Flx)= [ I.l e *du
W= ‘\J' ;t‘rr
* | om0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,08 0,07 0,08 0,09
0,0 050000 050400 os5080] 05120 051600  o510a]  os23n]  os2Te| 0531 05354
01 05308 05438 05478 05517 05557 05508 05638 05675 05714 05753
02 05723 05833 05871 05010 05048 05987 06026 06064 06103 06141
03 06170 068217 06255 068203 06331 06383 06408 05443 084800 08517
04 06554 068501 06628 06664 067000 06738 06772 06808 06844 08879
05 06915 089500 06085 07018 070854 oFoeal o7i23] 07157 07100 07224
06 07257 07201 07324 07357 0738 07422 07454 07486 07517 07540
07 07580 07611 07642 07673 07704 07734 o077ed] o077ed| 07323 07853
08 07881 07910 07039 07067 07008 08023 o051 08078 0.8108) 08133
08 0g158| 08te6 02212 08238 08284  o0&2es|  D@31s| 08340 08385 08389
1,0 08413 02438 024681 08485 08508 08531 02584 02577 0.8500 08621
1,1 08643 o0@ses 02688 08708 o0g72d 09740 oevrol  ogve0| 08810 0.2sa
1,2 08840 0886y 02888 08007 08028  os8cd4d] Deoez 02080 08007 0001
1,3 00032 08049 00066 oS08z 02009 o018 D@31 09147 09163 09177
1,4 00192 008207 08222 00236 09251 00285 Do27ol 08202 0.9308) 09319
1,5 00332 008345 00357 08370 09383 00304 00406 08418 00420 00441
1,6 00452 00483 00474| 00484 00408 00508 00518 09525 0.0535 00545
1,7 00554 09584 00573 095620 09501 00500 00608 00616) 00625  0.0633
1,8 00841 00e4d 00656 00664 09671 00673 Doees| 00603 00600 00706
19 00713 00719 09726 057320 09738 00744 0o7500  007SE| 00761 00767
20 oo772| oovrs  ogve3| oo7esl oo7voy  oo7oal  ooso3l  oseos| 00817 00817
21 090821 08826 00830 09834 09833 00842 Dosd6] 00850 09854 09857
232 oo8si| 00864 00ees| 00871 0oe7s  0o087al  oosel|  0gosed4| 00887 00800
23 008g3| 00s0f o09ecs| 00001 02004 ooooe|  oooDg| 09011 09013 00016
24 090918 0@8o20) 08022 09e25 02027 og&e2s| 00931 09032 00034 00036
25 00038 00040 09041 00943 09045 00048 00048 00040 00051 00053
26 00053 0g0o55 09056 09957 02059 oooeo| 00961 09062 00063 00064
27 00086 00068 00067 000680 o206 00970l 00971 09072 00073 00074
X 00074 0go7s o0g9o7e| 09977 09077 09973l ooo7e| 09079 090080 0,908
28 00081 00083 00082 o00oe3| 00084 0004 DOOBS|  00085)  0.0086) 0,008
30 o0oe7| 0gee7  ogoe7|  ogoes|  oooey  oooes|  oooesl  oooes| ooooo  O.0000)
31 oooo0l 08001 09001 090901 0o0od 00902 00002 09002 00003 00003
32 00003 00003 og0oo4| 00004 0o0o4 00004l Doopdl 00005 00005 00005
33 00006 00008 00005 00008 ooo0os  00oo8|  Doopel  00008)  0.0008) 00007
34 00097 00907 09007 09907 09007 00907 00907 00097 00007 00008
a5 00008 00008  ogpoos| ooooe| ooooce]  oooos  ooopsl  ogoos| 00008 00008
Table pour les grandes valeurs de x -
x 3 32 3.4 38 38 4 4.3 4.4 4.8 4.8
Fix) |0,09885003|0,200831280(0,00068202|0,00084085(0,00002753|0,0900663 1|0, 39098665 0,00900452{0, 300007 20(0, 00000921
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